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LA RAPPR.ESENTAZIONE SU DI UN PIANO DELLE CON- 
GRUENZE DI RETTE DI SECONDO ORDINE DOTATE 
DI LINEA SINGOLAKE; 
Nora di D, Montesano, in Bologna. 
&dtmsnz2 dcl ~3 Ittglio 1893. 
Per tutte le congruenze di rette di 2 ~ ordine aventi semplice- 
mente superficie locale, si conosce la rappresentazione univoca stt di 
un piano. Devesi al Prof. Ber t in i  la rappresentazioae su di un 
piano della congruenza di rette di 2 ~ ordine, di 6 ~ classe e di 
I~ specie (*) nonch~ l'indicazione del metodo pR: semplice per 
rappresentare univocamente sul piano ogni altra congruenza di rette 
di 2 ~ ordine dotata soltanto di superficie focale, metodo the poste- 
riormente il L o r i a applic6 per la rappresentazione delle congruenze 
[2, 7] e [2, 6]2 (**)e che fondasi stiIl'esistenza di un cono di raggi 
della congruenza iI cui ordine ~ inferiore di I alia classe della me- 
desima. 
(*) Vegg. B e r t i n i, Stdla congruenza di 2 ~ ordine, 6 ~ class~ ~ I~ specie do- 
tat., soltanto di saperficie focale (Transunti della R. Accademia dei Lincei, no- 
vembre 1879 ). 
(~') Vegg. L o r i a, Rappresentazjone su di un piano ddIe congruenze. [2, 6]2 
e- [2, 7] (Atti della R..Accademia delle Sclenze di Torino, voI. 2 0 .  
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Posteriormente in due recenti memorie su le congruenze di rette 
di 2 ~ ordine costituite dalle generatrici di ~ '  colai di 2 ~ grado aventi 
i vertici su di una lines di ordine superiore al I ~ (*) ho dato di 
queste tre congruenze la rappresentazione univocs su di un piano. 
Ora hells presente Nots dopo aver dimostrato che ogni con- 
gruenza di rette di 2 ~ ordine dotats di uns lines singolare ~ rap-- 
presentabile univocamente su di un cono di raggi, ne deduco la rap- 
presentazione univoca su di un piano per i seguenti tipi di congruenze 
di 2 ~ ordine : 
r ~ congruenza costituits dalle generatrici delle qusdriche di un 
fascio, la cui curva base ammette un punto doppio o si spezza in 
due coniche; 
2 ~ congruenza delle rette che si appoggiano ad una retta e ad 
una curva razionale di ordine n aventi in comune n - -2  punti;  
3 ~ congruenzs costituita dalle tangenti ad una superficie ~.~ k "-i 
che si appoggiano alia retta (n -  2)-pla della superficie, senza toc- 
carla su tale retta; 
4 ~ congruenza costituita da un sistems .o', razionale e di in- 
dice 2, di fasci di rette avefiti in comune un raggio ; 
5 ~ congruenza costituita da fasci di rag~ situati nei piani di un 
cono inviluppo di 2`` classe ed aventi i centri su di una curva rs- 
zionale riferits con corrispondenzs univocs e prospettiva al sistema 
de' piani del cono (**). 
Delle quali congruenze sohanto la 3" e is 5`` presentano i carat- 
teri pifi generali de' proprii tipi. 
Per ognuna delle cinque congruenze considerosul piano di rap- 
presentazione l'involuzione j (o~) costituita dalle coppie di punti im- 
magini delle coppie di raggi della congruenza uscenti da' singofi punti 
di un piano arbitriario ~ dello gpazio; come considero per l'ultima 
(*) Su una congruen~a di rette di 2 ~ ordine e di 4 a classe (Atti della R. Ac- 
cademia delle Scienze di Torino, vol. 27) e Stt due congruence di rette di 2 ~ or- 
dine e di 6 a classe (Rendiconti della R. Accademia dei Lince[, serie 38, vol. ~, 
agosto I892 ). 
(*~) Per leprime quattro congruenze su indicate vegg. la memoria dello S t u r m 
pubblicata nel vol. 36 dei Math. Annalen, e per l 'uhima la nota di S c h u m a c h e r 
(Math. Annalen. Bd. 38). 
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congruenza il connesso involutorio costituito dalle coppie di punti 
immagini di raggi della congruenza che si segano al di fuori della 
linea singolare, connesso che per le congruenze de' primi quattro 
tipi risulta degenere, ammettendo un fascio di linee fra cul intercede 
una involuzione ordinaria I (identica pel 3 ~ tipo) st fatta che ogni 
linea del fascio ~ coniugata nel connesso ad ogni punto della linea 
che le corrlsponde nella L 
Della congruenza dell'ultimo tipo stabilisco ancora varie notevoli 
proprietL 
I. Frale corde di una curvagobba K 4 di 4 ~ ordine e di x * spe- 
cie ed i punti di un cono I', che proietta la-curva da un qualunque 
suo punto /: viene ad aversi una corrispondenza biunivoca e pro- 
spettiva se di ogni corda g delia K 4 si riguarda come corrispondente 
il suo punto di sezione G con la generatrice d uscente da Y e di 
sistema @posto alia g, delia quadrica ehe r la K, e lag  (*-). 
Sicch~ fra la congruenza Q,,sdelle corde della K 4 ed uta piano 
pub stabilirsi una corrispondenza birazionale semplicemente n l ca- 
so che il cono I'~ sia razionale, cio~ solamente quando la K 4 am- 
metta un punto dopplo O. 
In tal caso riferito con corrispondenza reciproca X il pia- 
no (,) alia stella (0),  assumendo come corrispondente di ognipunto 
P di ~ il raggio r della Q~,sche congiunge i due punti di sezione 
diversi da O della K4 col piano ~: delia stella(O), che nella.Xcor- 
risponde al punto P di q, viene su questo piano a rappresentarsi 
univocamente la congruenza Q2:- 
Unico punto singolare della rappresentazione + il puntoA di 
che nella X corrisponde al piano ~ che contiene le tangenti n O 
alia K 4. Tale punto A risulta il corrispondente di tutti i raggi del 
fascio (0  ~ ~) delia Q,,6. 
Una retta r di 9 ~ l'immagine di una S 3 --~ O 'K  4 delia con- 
gruenza, siccha viceversa d una S s = K~ costituita dalle corde della 
(*) Vegg. per tale corrispondenza l  mia Nota: Su unu dasse di trasforma- 
zioni raz, ionMi ed involutorie dello sp,~Zio di genere arbitrario n e di grado 2n--~i. 
(Giornale di Matematiche, vol. 3 I, i893 ). 
Rend. Circ. Matem., t. VII, parte IL--Stampato il 3 x agosto 1893. 2t 
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K 4 appartenenti ad un complesso lineare corrispondesu ~ una cur- 
va f l~A appartenente ad un sistema lineare ~s. 
I cord che proiettano la K 4 dai singoli suoi punti hanno per 
immagini le tangenti delia conica y che nella X corfisponde at co-- 
no F: che da 0 proietta la K 4. 
Questo cono F, che ~ costituito da. raggi doppii della con- 
gruenza, ha per immagine la coppia tt'  delle tangenti alia y uscenti 
dal p unto singolare A, in modo che un raggio r di r ,  ha per cor- 
rispondente su ~ la coppia di punti di sezione delle t, t' con la tan- 
gente alia y che gli corrisponde nella X. 
Nel fascio di raggi (.4 - -  ~) viene ad aversi una involuzione or- 
dinaria I, delia quale ogni coppia ~ formata da due rette, le immagini 
di due schiere rigate appartenenti ad una medesima quadrica del fascio 
?che ha per base la K4. 
Dell'in~,oluzione I fa parte la coppia tt" ora indicata, e i suoi 
raggi doppii sono le immagini dei due coni del fascio 9 diversi da 
quello che ha il vertice in O. 
Due punti de1 piano di rappresentazione ~ che siano su due rag-  
gi del fascio (A) coniugati nella I senza appartenere ad una mede- 
sima tangente della y, sono le immagini di due raggi della con- 
gruenza che si segano in un punto non situato su K, ,  e viceversa; 
sicch~ i sei raggi della Q,.6situati in un piano arbitrario  dello spa- 
zio hanno per immagini su a i vertici di un quadrilatero completo 
circoscritto alla y, e due di tall vertici fra loro opposti sono pro- 
iettafi dal punto A secondo due rette conjugate nelIa involuzione l, 
ci6 che permette di .costru;re assai semplicemente il quadrilatero 
quando se ne conoscono due vertici opposti o tre lad. 
E' la involuzione / (o )  del piano a ammettendo una rete di curve 
unite p3.~ AP, .../'6 i cui ultimi sei punti base (immagini de' raggi 
delia congruenza giacenti in o) sono i vertici di un quadrilatero com- 
pleto u zh u 3 u4, risulta un caso particolare dell'involuzione piana di 
Ge iser  (*); cio~ in_ essa le curve conjugate alle rette sono delle 
C, = A 'P ,  . . .  P~; due rette del fascio (A) coniugate nella I, si cor- 
rispondono in essa; le rette doppie delia I risultano punteggi:ite unite 
e semplicemente unite risultano le rette u,, u~, u3, u 4. 
(*) Cfr. B e r t i n i, Sopra aIaun~ involuzioni pi~tne (Rendiconti dell'Istituto 
Lombardo, serie II, vol. I6), ~ ~2-  VII e ~ z 5. 
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Cor/ metodo affatto analogo a quello ora tenuto pub rappresen- 
tarsi su di un piano ~ la congruenza delle rette che si appoggiano 
a due coniche K,, K" situate in piani distinti ed aventi n comune 
una coppia di punti O, 0'. 
Basta come prima servlrsi di una recipmcMt X fra il piano r 
e la stella (0).  
La coppia dei punti S, S" che in tale reciprocit~t corrispondono 
ai piani co ed ~o' sostegni delle coniche K,, K~, tiene iL posto della 
conica inviluppo T del caso precedente. Essi punti S, S'sono rispet- 
tivamente l'immagine de' fasci (O'--co), (O'--co'), mentre le rette 
AS, AS', SS" sono rispettivamente le immagini de' fasci (0--~'), 
(0 - -o ) , (0 ' - -~ ' ) ,  essendo ~ it piano delle tangenti n O' alle 
K,, /e. 
Le rette de' fasci (S), (S') sono le immagini de' coni della Q~,4 
che hanno rispettivamente i vertici su y e su y'; ecc. eoc. 
2. Avendo una retta k ed una curva C. appoggiata in n - -2  
punti alla k, la congruenza Q~,. costituita dalle seganti delle k, C. 
rappresentabile univocamente su di un cono di raggi r di egual 
genere della C,,. 
Infatti se si stabiliscono due corrispondenze univoche l'una Ira 
i punti della C,, e le generatrici del cono r,  l'altra Ira la pun- 
teggiata (k) ed un fascio di piani (s) il cui asse non passi pel ver- 
tice del cono F, e si riguarda come corrispondente di un raggio r 
della Q,,. quel punto del cono r che ~ la sezione della generatrice 
del cono e del piano del fascio (s) che nelle due corrispondenze as- 
segnate corrispondono rispettivamente a' due punti di sezione della 
C~, k con la r, la corrispondenza che ne risulta fra la Q2,~ ei l  cono 
r ~ biunivoca. 
Ne segue che la  condizione necessaria e sufficiente affinch~ la 
Q=,~ sia rappresentabile su di un piano si ~ ~che la sua linea singo- 
lare C~ sia razionale. 
Se tale fatto si verifica, le corde della C,, appoggiate alla k, le 
quali risultano raggi doppii della congruenza Q,,,,, costituiscono una 
rigata S,,._, ~-k  "-~ nel caso che la  C. non abbia alcun punto dop- 
pio fuori della k. 
Rappresentando nella maniera pith semplice tale superficie S,.  x 
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su di un piano in modo che le sezioni piane abbiano per immagini 
delle curve y,_, ~ 0 -7-- o delle curve Y,,4_~ ~ 0-7secondo che n 6 pa- 
2 2 
ri o dispari, l'immagine delia C, ~ nel primo caso una conica non 
passante per 0 e nel secondo una cubica .passante due volte per P 
e semplicemente p r O, sicch~ in ogni caso partendo dalla S,,_, e 
dalla curva immagine dells C, si ha un modo assai semplice di co- 
struire questa curva. 
Potrebbesi anche per costruire la. C~ partire dal cono che la 
proietta da un quatunque punto dello spazio, cio~ avendo un cono 
razionale I'~ stabilita su di esso una involuzione ordinaria ] fra le 
ge~eratrici ed assunta una retta k nel'piano di due gdneratrici co- 
njugate g, g', se si stabilisce una corrispondenza univoca frr i piani 
d el fasr (k) e le coppie della ] con la condizione che alia coppia 
gg" corrisponda il pianct del fascio (k) che la  contlene, la linea ge- 
nerata da tale corrispondenza si spezza nelte g, g" ed in una curva 
raziona,!e C~ the sega n - -2  volte la k. 
NeUa rappresentazione ehe nel caso della C,, razionale viene ad 
;~versi nel modo anzidetto della congruenza Q,.~ su di un piano "r 
quando per cono F si assume un fascio di raggi (0 )  di tale piano, 
i fasci d i raggi della congruenza hanno per immagini le rette del 
fascio (0); i suoi coni che proiettano daipunti della k ta C, hanno 
per immagini le rette del fascio che ha per centro il punto K ~ s ":; 
e la superficie S,+,_~_ k" C, r ~ costituita dai raggi delia congruenza 
appoggiati ad una retta arbitraria r dello spazio ha per immagine 
sul piano ~" una C~+, ~ O*KP ,  . . .  P , _ , ,  appartenente adun siste- 
ma lineare oo ~, essendo P , ,  ... P,,_~ immagini dei fasci di raggi della 
congruenza venti i centri nei punti di appoggio Ix, . . .  I~_~ della 
C, alia k, e situati nei piani -:,, . . .  %_~ del fascio (k) che toc- 
cano rispettivamente n i predetti punti la C,. 
Or;~ riferendo it piano -: ad un secondo piano ~ con corrispon- 
denza birazionale che alle rette di ~ faccia corrispondere nel piano 
n--..~z ~ -2  
le C,,+_._2.,-~ 0 ~ KP ,  . . .  P~_~ o le C~ = 0-7"P, ... P~_~ secondo. 
2 
the n ~ dispari o ~ pari, si viene a rappresentare 12 Q).,sul piano 
, in modo che le curve immagini delle superficie S+, ~---k" C# r ' della 
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u+ t n§ 
congruenza risultano delle ?.,+__; = S~-o  delle ~,,+__~4 - S-;--H secondo 
2 2 
chen ~ dispari o pari, essendo H nel secondo caso l'immagine di 
un fascio di raggi della Q,,,, e la retta SH I'inamagine di un raggio 
di tale fascio. 
Si ottiene con cib la rappresentazione pifi semplice delia O,,,su 
di un piano. In  essa i raggi del fascio (S) sono le immaglni de' 
fasci della congruenza, mentr.e i coni di quesra hanno per immagini 
M--3" Pr--2 
delle y+.._A,=S7-K, . . .  K,, , o delle ~tr~-S'-~ KI... K,,_, H se- 
2 2 
condo che n ~ dispari o ~ pari essendo K, ,  . . .  K,_, le iaamagini dei 
raggi della congruenza infinitaiaaente vicini alia tetra k situati rispettiva- 
mente nei fasci ( I , - - ' r , ) ,  . . .  ( / , , -2 -  "r,-2), ~,ta*," accennati. 
Le curve y formano un fascio q~ e su una qualunque di esse che 
corrisponda l cono di raggi H,-~- V"k"-" C, della congruenzasi ha 
un'involuzione (, di n ~ ordine e di 2 "~ specie, di cui ogni gruppo 
costituito da' punti immagini di n rag E della c0ngruenza appartenenti 
ad un medesimo fascio (Y--o0, sicch~ un tale gruppo ~ ta base di 
una fete di curve p dovute alle rette r del piano co. 
Inversamente ogni curva p sega" una curva ~, oltre che in S, e 
in H sen  ~ pari, in un gruppo dell'involuzione i,, che si ha sulla ,;. 
Anatogamente nel fascio di rette (S) dei piano di rappresenta- 
zione viene ad aversi un'involuzione ordinaria I in cui due raggi 
coniugati corrispondono a due fasci delia congruenza situati in un 
medesimo piano.passante p r k in modo che due punti del piano 
che si trovino su due raggi coniugati della I senza appartenere n6 
ad una stessa tetra del fascio (S) n6 ad una medesima curva del 
fascio % sono le immagini di due raggi della congruenza uscenti da 
un medesimo punto non situato n& sulla C,,, n~ sulla k. 
Perci6 due raggi coniugati nelt'involuzione I si corrispondono in
una qualunque involuzione/(o3) del piano ~'. 
Nella / (o 0 sono punti fondamentali semplici launti P . . . . .  P,, in~t - 
magini dei raggi r . . . . .  r, della congruenza giacenti in co ed i punti 
PI ,  --" P', immagini dei raggi doppii delia congruenza situati ri- 
spettivamente n i piani k r , , . . ,  k r,,, e si ha che i punti P ,  P~ hanno 
rispettivamente per corrispondenti le rette SP[, SP ,  conjugate 
nella I, per i - - - I , . . ,  n. 
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Se n 6 dispari, non vi sono altri punti fondamentali delia 
] (co), invece sen  6 pari risultano fondamentali semplici per essa 
il punto singolare H della rappresentazione e quel punto. H' che 
l'immagine del raggio della congruenza the incontra su ca ii 
ragg[o di cui la retta Oil  6 l'immagine, sicch6 il grado della 
j(co) 6 n + I o n + 2 secondo che n 6 dispari o pari. In entrambi 
i casi risultano punteggiate unite nella j (co) le rette doppie dell ' in- 
voluzione I (*) e semplicemente unite le curve t~ della rete the ha 
per base" il gruppo de' punti P, ,  . . .  P, ,  la curva "l'imma~ne dei 
cono della con~uenza di vertice k o (curva la cui involuzione i,, 
contiene il gruppo anzidetto) e la cur~.a immagine della superficie 
S~x ~-k ~* C~ costituita dai raggi doppii della congruenza, curva che 
3n,--q 3n--6 
ristflta essere una C~,_s ~ S * o una C3~--4 ~S '*  , secondo 
the n 6 dispari o pari. 
Se la curva C, ammette un punto doppio D non situato su la 
k, la precedente superficie S,_ x ~ k"-' C, si spezza nei piano k D e 
in una S~, _~ I~ "-3 C,, e corrispondentemente la curva immagine 
della superficie su 9 si spezza in due rette conjugate nell'involuzione 
3~' -  t l  3n--- I  O 
I ed  in una C3~-9 ~S 9 o in una C3.-g ~-S  ~ secondochen 
S 2 
dispari o pari. N6 vi 6 da fare alcun'altra modificazione a ci6 cbe 
si 6 detto pel caso generale. Ed analogamente se la C. ha 2? 3-.-n--2 
punti doppii. 
In quest'ultimo caso essa 6 piana con un pt~nto (n - -2) -p lo  
sulla k. 
3. La congruenza di 2 ~ ordine e di 2 (n - -  i) ~ classe costituita 
dalle tangenti ad una superficie O~ k ~--" che si appoggiano alla 
retta (n- -2) -p la  k della superficie senza toccarla su tale retta, 
viene ad essere in ogni caso rappresentata univocamente sudi un piano 
a, se rappresentata la ~,, su tale piano si riguarda un qualunque punto 
P dei piano, che sia l'immagine del punto P' della cI,, come cor- 
rispondente a queli'unico raggio r della congruenza che tocca in P' 
la O,. 
(*) Vegg. Be r t in  i, Sopra alcune involuzioni piane, S 23. 
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Prendendo in esame semplicemente il caso pifl general'e per .a 
q~,, e supponendo che nella rappresentazione d lla superficie sul piano 
le immagini delle sezioni plane siano delle C,----- O ''-~ P, ... Pv~-4 
essendo il punto P, e la retta O P~ le immagini di due rette g, c g~ 
formanti una conica degenere delia superficie situata in un piano del 
fascio (k), per i=  I, 2, ... 3n--4, si ha che gl'inviluppipiani di 2" classe 
delia congruenza Q.O che si esamina, situati nei singoli piani del fascio 
(k), hanno per immagini sul piano a le  rette del fascio (0 ) ,  e la curva 
di contatto delia ~,, con la rigata S:. ~-~ k'0'-0 r ~ costituita dai raggi della 
congruenza appog~ati ad una retta arbitraria r dello spazio (la quate 
9 O.P curva ~ di ordine 3 n~2 e contiene i" punti g, g,,  . . . gv,-4~,v,--4) 
ha per corrispondente su a una curva di ordine 2 n ~ I che .passa 
2 n ~ 3 volte pel punto 0 e semptitemente p r i punti P, ,~. . .  Pr,-4, 
nei quali tocca le rene OP, ,  . . .  0P3,_4, sicch~ il sistema lineare 
ed co 4 delle curve del piano ~ immagini delle superficie rigate co-- 
stituite dai raggi d.~fla congruenza appoggi/Lti alle singole rette dello 
spazio, risulta formato da 
p __ ra,,,-3 p P3~-4 " " P' = . . . .  ~ '  ~ " ' "  P ' ,  " v , -4 '  
essendo i punti P,, P[, infinitamente vicini Ira loro su una retta 
per O, le immagini de' due fasci di raggi infinitamente vicini della 
congruenza det.~rminati dalle rette g,, g;. 
Analdgamente siccome la line'a di contatto della superficie q~,, 
con un cono r,(._,)_--__ Y'("-') l&  -') circoscritto .~d essa avente iI 
vertice /z sulla k ~'di ordine 3 n- -4  e contiene i punti g, g~, ... g,g" 
gi~ accennati e i 2 (n--2) punti di contatto della k con le coniche 
della superficie ad essa tangenti, perci6 i coni della congruenza 
hanno per immagini delle 
. : , ( , , _ , )  = o,o , - , )  20 . . .  p :  . . .  p" Q,  ... o , (  .... ) 
formanti un fascio ?, essendo Qx 9 9 9 Q,(,,-,) i punti di contatto delle 
tangenti condotte dal punto 0 alia curva C ~--- 0 "-~ P , . . .  P3,-4 
che 6 l'immagine della k neUa rappresentazione delia 9 su a. 
Su una qualunque curva -( del fascio 9 che sia I'immagine di un 
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cono delia congruenza di venice /7, si ha un'involuzione di 2 (n--I) ~ 
ordine e di 2 ~ specie, di cui ogni gruppo g ~ costituito da punti 
immagini di 2 (n--2) raggi della congruenza appartenenti ad un mede- 
simo fascio (V--oO, punti che perci6 risuitano i punti di contatto 
delle tangenti condotte da 0 alia curva che nella rappresentazione 
della 9 sur  ~ l'immagine delia linea (o~ ~I,). Di pica ii gruppo g in 
quistione forma con i punti fondamentali 0, P,, P~ della rappre- 
sentazione, la base delia fete di curve ~ dovute alie rette del piano 
co. Viceversa si ha che ogni curva e sega una curva ~" dei fascio ? 
in un gruppo dell'involuzione che si ha sulla y; ecc., ecc. 
Due raggi della congruenza Q che si segano, hannoperimma- 
gini due punti che appartengono 0 ad una stessa retta del fascio ((3) 
0 ad una medesima curva "l" del. fascio ?, secondo che i due raggi 
determinano un piano 0 un punto appartenente alia k. 
In tutte le involuzioni )" 00) risultano unite le singole rette 
del fascio ((9) e siccome in una qualunque di tall involuzioni ~ punteg- 
giata unita la curva immagine, nella rappresentazione della ~, della 
lineadisezione di tale superficie col piano co a cui la j ~ dovuta, 
perci6 il grado del la /0o)  ~ n. 
4- Se i punti ed i piar~i di una retta k sono riferiti fra diloro in 
modo che ad ogni punto corrispondano n piani ead  ogni piano due 
punti, i fasci di raggi che hanno per sostegni due elementi corri- 
spondenti nella corrispondenza assegnata X,.,, formano una congruenza 
Q di 2 ~ ordine e di n ~ classe av~nte per linea singolare la retta k. 
Riferiti proiettivamente il fascio di piani (k) e la punteggiata 
(k) a due fasci di raggi distinti (L), (M) di un medesimo piano % 
fra i punti di questo piano e i fasci di raggi che contengono la retta 
/r viene ad aversi una corrispondenza univoca se si riguarda ogni 
punto P di ~" come corrispondente di quei fascio di ra~gi che ha per 
sostegni l piano ed il punto delia k che corrispondono rispettiva- 
mente nelle due proiettivitk assegnate alle rette L PIMP. 
Con ci6 il sistema de' fasci di raggi che costituiscono la con- 
gruenza Q=,,, viene ad avere per corrispondente una curva y del piano 
,r di ordine n-+-2 che ha un punto n-plo in L e un punto doppio 
ill M. 
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Ora ~ agevole riconoscere che la congruenza Q,,, pub essere 
rappresentata univocamente su di un cono F di egua[ genere della 
curva ~(.~ ora indicata. Basta infatti riferire con corrispondenza uni- 
voca il cono di re t te r  alla curva 7.+2 e percib anche al sistema dei 
fasci della congruenza, e riguardare come corrispondente di un raggio 
qualunque r della congruenza il punto P del cono r che ~ la sezio~ie 
della generatrice g del cono che corrisponde~ al fascio di raggi k r 
della Q, col piano che proietta il raggio r da un punt6 0 dello 
spazio assunto come centro di proiezione al di fuori del cono r,  
perch~ con cib viceversa un punto P del cono r ~ l'immagine di 
quelI'unico raggio r della congruenza che trovasi nel fasciodiraggi 
della Q corrispondente alla generatrice SP di F, e si appoggi'~ alla 
tetra OP. 
Percib la congruenza Q,,,, ~ rappresentabile univocamente su 
di un piano, solo quando il sistema dei suoi fasci di raggi sia ra- 
zion.hie, solo cio~ quando ammetta n -  I fasci di raggi doppii. 
In tale caso assunto come cono run  fascio di raggi (S--r nelta 
rappresentazione d ila Q,,. che nel modo anzi detto viene ad aversi 
sul piano ~, le rette del fascio (S) sono le immagini de' fasci di 
raggi della congruenza, il punto S ~ l'immagine della superficie 
S.+ 2 ~-k"s" costituita dai raggi della congruenza ppoggiati alla retta 
s -~ OS e la curva immagine di una qualunque superficie S,,+, ~ k" r" 
costituita dai raggi della Q2,. appoggiati ad una tetra arbitraria 
r dello spazio risulta una ~.+3 ~ S"+:, essendo essa generat,t da una 
corrispondenza univoca intercedente fra i raggi del fascio (S) e le rette 
pmiezioni da 0 su ~ delle generatrici della S.+,-~-k"r ~. 
Ai due raggi a. b della congruenza che escono dal punto O, cor- 
rispondono per intero sul piano di rappresentazione le rette a' e b' det 
fascio (S) che corrispondono ai due fasci di rag~ k a, k b della con- 
gruenza. Invece questi fasci di ragg! hanno per imma~ni su ~i due 
punti A e B in cui le a', b' segano la retta k' proiezione della k 
da 0 su ~. 
Un punto C di questa retta k' ~l' immagine del raggio k della 
congruenza, salvo il caso che la tetra OC'passi pel punto D della 
k centro deI fascio di raggi (D-  ~) delia congruenza che ha per 
immagine la retta d~ S C nel qual caso il punto C ~ l'immagine 
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di tale fascio di raggi (D-  8), mentre gli altri punti della d corri- 
spondono tutti a quel raggio del fascio (D-  a)che viene proiettato 
da 0 su r nella d. 
Ii numero dei punti C che si trovano nella condizione ora indi- 
cata, ~ n-t-t, sicch~ ii sistema lineare ed ~4 delle curve p,+~ imma- 
gini deUe S,+,~k"r* della congruenza, ammette per'base il punto 
(n+2)-plo S e gli n+3 punti semplici A, B, C, . . .  C,~., della k'. 
Nei fascio (S) viene ad aversi un'involuzione ordinaria I, di 
cui due raggi coniugati sono le immagini di due fasci della congruenza 
situati in un medesimo piano passante per k, sicch~ due raggi della 
congruenza che si segano hanno.per immagini due punti all]neati 
con S o situati su due raggi coniugati nella Isecondo che essi deter- 
minanso un punto od un piano appartenente alia k. 
Uno qualunque (E - -0  degli n h x fasci di raggi doppii della 
congruenza ha  per immagine sur  due rette e, e' coniugate nella !, 
e si ha che due punti P, P'  delle e, e' allineati con la traccia della 
retta OE su 9 risultano le immagini di un medesimo raggio p del 
fascio (E - -  0- 
Tall punti P, P '  sono fra loro coniugati in una qualunque invo- 
luzione/.(o) del piano ~, la quale fa corrispondere il fascio (S) a 
se stesso con l'involuzione I, come fa corrispondere la retta k' a se stes- 
sa con l'involuzione I' prospettiva lla precedeme. 
E nella )'(co)risuitano fondamentali semplici: I ~ i punti A, B, 
C , . . .  C, della k'; 2 ~ i punti A', B', C[ . . .  C~ immagini di quei raggi 
della congruenza che segano su co i raggi che hanno per immagini 
le rette SA, SB, SC,,  ... SC,,; 3 ~ i punti P , ,  . . .  P, immagini dei 
raggi della congruenza giacenti in co; 4 ~ i punti Q,,  . . .  Q, della 
retta k' situati sui raggi coniugati nella I alle rette SP,, . . .  SP,. 
Perci6 il grado della ](co) + 2n+ 3 ed in essa ii punto S 
fondamentale 2 (n + I)-plo. 
Riferendo il piano r  un piano ~' con corrispondenza bira- 
zionale quadratica vente per punti fondamentali in ~ i punti S, A, B, 
viene ad ottenersi su *' la rappresentazione di gl'ado minimo della 
~Q2:; nella quale le CUl'Ve immagini delle rigate S.+:~k~r ~ della 
congruenza sono delle o+: =_ I ~ aventi in comune le tangenti 
tz, . . .  t~_, nel punto singolare I; ecc. ecc. 
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5. Assegnato un cono non degenere di 2 ~ grado I" esistono infi- 
nite curve razionali d'ordine arbitrario n riferite al sistema-dei piani 
tangenti del cono r con corrispondenza univoca si fatta che ogni 
punto della curva appartiene al piano che gli corrisponde nel cono. 
Una qualunque di tall curve C~ pub sempre supporsi generata 
da una corrispondenza univoca intercedente fra i pianitangenti del 
cono dato ed i raggi di un cono razionate r' di ordine n con la 
condizione che i due piani tangcnti [tel cono r che passano pel vertice 
del cono r" contengano rispettivamente le due generatrici che corri;- 
spondono ad essi in r' (*). 
(*) Le fonnole parametrlche 
X : Y : Z = ~,,_~ : ~k "~,,-2 : )'.,~x 
che d'~ 1o S c h u m a'c h e r ne!la memoria citata per la curva Cn debbono essere 
cost rettificate : 
X q,~.. 7. .... X~ '~ '~ , Y~ Z----- 
%_~+ xz~_, %_2 +xz~_~,  q , _~+xz ._ ,  9 
Molto pifi semplicemente l formole parametriche delia C~ si deducono dl l la 
genesi" della curva the ho ora indicata. 
Supponendo ingatti, che i plant tangenti del cono F in un qualunque sistema 
di coordinate cartesiane, siano ~'appresentati dalle equazioni 
- -  ~I  I) 
(per ~. variabile da -~-~ a - - :~)  e the il cono Ft abbia per vertlce i! punto di 
coordinate o, o, r e per traccia sut piano ~ ~--- o la curva le cul equazioni para- 
metriche siano 
,~ (~) q~ (~) 
x = ~-(-;), y = ;~ (~) 
ore le ?, ,~, Z sono dei polinomii di grado n in ),, affinch~ la corrispondenza 
univoca the viene ad aversi fra i coni F, Ft riguardando come corrispondenti un 
piano tangente delI'uno e una generatrice dell'altro dovuti ai medesimo valore 
d i ) , ,g~ner i  una curva C,,, deve aversi per ) .~o ,  x~o e per k~ I ,y~-- -o ,  
cio~ dev'essere 
? (?9 ---- ~. ~' (~,), ,~ (X) =. (~, - -  ~),~, (?,), 
essendo ~t e .~r dei polinomi di grado l~-  I in ),. 
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I fasci di raggi che hanno per centri i singoli punti della C, 
ed appartengono ai piani tangenti del cono F corrispond.enti a tall 
punti,  formano una congruenza di 2 ~ ordine e d in"  classe conte- 
nuta nel complesso di 2 ~ grado delle tangenti al cono P. 
Per tale congruenza .Q,,~ la superficie locale dipunti 6 il cono F, la 
superficie locale di piani ~ quella costituita dai piani tangenti alia 
linea singolare C, ; le (n - - I )  (n - -  2) corde di questa linea uscenti 
9. 
dal vertice F del cono F sono raggi doppii e le rette della stella (/I) 
appoggiate alia C,, sono raggi semplici. 
Ora la ~Q2., viene senz'akro rappresentata univocamente sudi un 
qualunque piano tangente .r del cono F, se si riguarda ogni punto 
P di questo piano come immagine di quell'unico raggio r della 
congruenza che passa per P senza appartenere al fascio ( I - -  -r) della 
congruenza di cui ~" 6 sostegno. 
Con ci6 le rette del piano -r uscenti del vertice Fdel  cono F 
risultano le immagini dei fasci di raggi della Q~,~; F risulta l'im- 
magine del cono K,, ~ F"C,, della congruenza di cui 6 vertice, 
e ciascuno degli n -- I punti di sezione .q,, . . .  _//~_, de1 piano -r 
con la C,,, diversi da I, 6 l'immagine del fascio della congruenza 
di cui esso punto 6 centro. 
E la rigata razionale S~+ 1 -----C~/"~ che la  congruenza Q ha in 
comune con un qualunque complesso lineare K, ha per immagine 
Sicch6 pel punto comune al piano rappresentato dalla I) ed alla corrispon- 
dente retta del cono I't le cui equazioni sono 
si avr'k 
cio6 
e quindi 
x.___XX _ YX 
},~71 - -  0, i )q /= ~ - -  z 
?,I--:C +I I - -~- - i  
-7-..+ x - 
Z 
),~l O , -  0~'  ' :=~'Y= v '+'~'  ' ~= 
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sul piano -: la curva ,0+, ~ O"A, . . .  A,,_, che col raggio del com- 
plesso K appartenente al fascio ( I - - -=) forma la linea di sezione 
della S,~., col piano -:. 
Se la curva 6', ~ gobba, riferendo il piano ~" ad un piano a con 
corrispondenza birazionale in cui alle rette di a corrispondono in .r 
n--I ~--2 
delle 7.+___~,  V-I-A, "- A,_, per n dispari o delle 7_,---- V-I-A, ... A,,_, 
2 2 
per n pail, si ottiene su ~ la rappresentazione pifl semplice della 
congruenza Q .... rappresentazione in cu i le  rigate S,,+, girl indicate 
n+* n+2 
hanno per imma~ni delle ~"+_.._!~-----" U T- o delle ~,+__a4 ~ u"T-H a .se- 
2 
conda chen  ~ dispari o pari; 
vertice P" ha per corrispondente 
una Z,-.___~, U - ; -per  n pari. 
2 
2 
ed il cono della congruenza di 
una ;(,,_.__~, U-7"-per n dispari, o 
2 
I1 sistema delle curve o immaglni delle rigate S,+ 2 della con- 
gruenza ~ lineare ed oos; il punto .H the esse hanno in comune, 
pel caso di n pari, ~ l'immagine di un fascio di raggi della con- 
gruenza (di centro A .... ) e la retta UH ~ l'immagine del raggio del 
fascio ora indicato che passa per V. 
Su la curva singolare C a della congruenza si ha un'involuzione 
],,_, di cui ogni gruppo A , . . .  A,_, ~ costituito dai punti di sezione 
con un piano tangente -: del cono r diversi dal centro I del fascio 
de' raggi della congruenza di cui ~: ~ so~tegno, sicch~ ogni gruppo 
del la/ ,_ ,  ~ coordinato ad un punto della 6', e viceversa. 
Nella corrispondenza K ..... che ne risulta, gli n punti uniti sono 
punti di contatto della C,, con il cono r.  Infatti i piani tangenti 
di r the passano per un qualunque punto I della C,, sono i piani 
":, ":' sostegni dei due fasci della congruenza aventi per centri l 'uno 
9 il punto I e l'altro il punto I' che nella K ~ coniugato a quel gruppo 
della involuzione / .... di cui fa parte L Ora se I ~ punto unito della 
K, esso coincide con il punto I', e perci6 i due piani % v' coinci- 
dono in  un unico che tocca il cono r lungo ta Vie  la C,,in I, 
donde il teorema. 
La superficie costituita dalle rette che uniscono i punti cord- 
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spondenti della K ..... net caso delia C~ gobba ~ una W,,( .... ) ~ C~; 
razionale, luogo dei raggi della congruenza corde della C.. Essa am- 
mette per rette doppie i raggi doppii d della congruenza e come 
punto multiplo secondo (n - I)(n - -  2) il punto Y, perch+ una 
qualunque retta r della stella (V) ha in comune con la superficie 
al di fuori di F i punti di appoggio con le 2 (n -- I) generatrici he 
trovansi nei due piani tangenti del cono r pass~.nti per la r (*). 
Oltre le n - -  I generatrici I d , ,  ... IA,~.~ un piano tangente del 
cono r ha in comune con la superficie *F una curva razionale 
C(,_O, ~ VC"-0 ("-') (.4,... A.) "-~ I la quate ammette n(n - -  2)(n--  3) 
2 
punti doppii, traccie di altrettante generatrici doppie della ~g; cio~ 
vi sono n(n--u)(n--3) raggi della congruenza Q~,. trisecanti della 
2 
linea singolare C.. Oltre queste rette "la gr ha una linea doppia ], 
il cui ordine ~ n ' (n - IXn-3)  come ~ agevole riconoscere conside- 
2 
rando una qualunque sezione piana della superficie. E cosi dalla con- 
siderazione della curva secondo cui la gr sega un piano arbitrario della 
stella ( /~ ,  si deduce the la curva ~ passa con 
2 
rami per il punto IT. I1 cono tangente in questo punto alla super- 
ficie 6 costituito dai piani tangenti al cono r che passano per le 
rette doppie d della congruenza. 
E l'immagine della superficie W sul piano di rappresentazione 
O--0 0-3) 
della congruenza ~una ~.(~_,)? ~ U ~ per n dispari o una 
2 
( . - , )  (.-2) 
~n(~-t) ~ U • I-] "~--I per n pail. Tale linea ha in comune con 
2 
la curva Z immagine del cono K,, ~ V"C, oltre di U (e di H se 
n ~ pari) (n ~ I)(n - -  2) coppie di punti di cui ciascuna 6 imma- , 
2 
~ne di un raggio doppio d della congruenza. 
La corrispondenza univoca che intercede fra it sistema dei piani 
(*) Schumacher ,  Nota cit., pag. 306. 
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tangenti del cono I' e la curva C,,, determina una corrispondenza 
X, del pari univoca fra i punti della C,, ed i punti di un qualunque 
raggio p delia congruenza .QO2.~, si fatta che le rette che uniscono i
punti corrispondenti in es~a, sono i raggi della congruenza ppog- 
giati alia p e diversi da quelli del Fascio (l r -  ~')della congruenza a 
cui appartiene p. 
Tall congiungenti formano una rigata n di grado n + i la quale 
degenera in una rigata di grado n ed in un fascio di raggisempli- 
cemente se la p appartiene al cono Kn~ Y" C., o alla superficie W, 
o ac~ uno qualunque ( I - - ' r )  degli n fasci di raggi che hanno per 
centri i punti di contatto della C~ col cono r,  pe.rch~ nel primo caso, 
viene a fame parte quel fascio di raggi delia coiagruenza che tro- 
vasi nel piano tangente del cono r,  diverso daw, passante per la 
p, nel secondo caso ne fa pa~.e il fascio di raggi della congruenza 
che ha per centro il punto d'incontro, diverso da /, della p con la 
C. e nel terzo caso essa contiene lo stesso fascio ( I~  "~) risul- 
tando unito nella Xp il punto I. 
Di pifl si ha the le oo' rigate t-I+, dovute a' raggi p di hn fascio 
arbitrario ( [ - - -~)  della congruenza, 'forn'iano in .questa una variet~l 
lineare, it cui gruppo base ~ costituito dalle n -  I generatrici del 
cono K~ ~- P" C,, situate in ~" diverse dalla Y/, e dalla generatrice 
della superficie W uscente da I e non situata in -r 
Corrispondenremente pu6 affermarsi che: 
Due punti del piano di rappresentazione ~ della Q,.~ che siano 
le immagini di due raggi della congruenza the si segano al di fuori 
della linea singo!are C,, si corrispondono in un connesso involutorio 
~t-- t 
• net quale ad ogni punto P 6 coniugara una curva -:.~, ~_ U -T- P 
1 
o una curva ,-~,,+, ~ U ~ HP a seconda che n ~ dispari o pari. 
2 
Col variare del punto P su una retta t del fascio (U) la sua 
curva coniugata x varia in un fascio %, dei cui punti base diversi 
da U(e  da Hse  n ~ pari) n - - i  trovansi sulla curva Z imma- 
.gine dcl cono K,, ~ V"C,, ed uno trovasi sulla curva ,~ immagine 
della superficie ~F, h~ modo che ogni punto Q della curva Z o della 
fa parte del gruppo base di un solo fascio ,% la cui corrispon- 
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dente retta t del fascio (U) appartiene alla linea coniugata ncl con- 
nesso A al punto O. 
Vi sono di pifi n rette t del fascio (U)d i  cui ciascuna contiene 
due punti: l'uno della +, l'altro della Z appartenenti-hl gruppo base 
del corrispondente fascio %, in modo che la tetra in quistione fa 
parte di tutte le linee di tale fascio. 
Come immagini dei gruppi di raggi della con~uenza situati ne' 
singoli piani dello spazio si hanno in r gruppi d in  punti a due a 
due coniugati nel connesso A. Uno qualunque di questi gruppi 
costituito da punti P, ,  . . .  P. che risultano fondamentali per un'in- 
voluzione ] (o) ;  e siccome in questa alle rette del fascio (U)  corri- 
spondono delle l~.+_._~, = U -i-" P , . . .  P, o delle l~.,.__~_,  U 7 HP, . . .  P, 
:t 2 
secondo chen ~ dispari o pad, perci6 le curve conjugate alle rette 
.2+i .+I 
d i r  gono delle C.,+,.+; ~ U-( - (P , . . .  p.)--Tp: . . .  p,] o delle 
4 
~,~+1 ~ta. 4 n+l i  
C~,+,,,+s = U 4 (P, . . .  P, H) --g- P : . . .  P: H' secondo che n 
4 I 
dispari o pari, avendo designato con P: . . . .  P" le immagini di 
quelle generatrici della superficie W che passano per i punti di se- 
zione del piano (o con la C, senza appartenere a', fasci della con-- 
gruenza di cui tall punti sono centri, come con H" si ~ designato l'im- 
magine di quel raggio della congruenza the sega su co il raggio che 
ha per immagine la retta U/-/. 
Le (n - -  I)(n - -  2) coppie di punti di ~ immagini dei raggi dop- 
2 
pii della congruenza sono costituite'da punti coniugati nella ](o O. 
Questa di pifi ammette una curva punteggiata unita che corrisponde 
alla superficie della congruenza costituita dai raggi che si appoggiano 
alla conica di sezione del piano co con il cono locale F. 
71+ I
Tale curva unita risulta la curva C,,+_~3 = U-T-P, . . .  P, o la 
17+1 
C,+__.~4--= U-'i-P, . . .  P ,H  generata dal fascio di rette (U)  e dal fascio 
l 
9' delle corrispondenti curve ?; e siccome una qualunque trasforma- 
zione di J o n q u i ~ r e s che faccia corrispondere al fiscio ?' un fascio 
LA RAPPRESENTAZIONE S[7 DI UN PI&NO~ ETC. 177 
di rette, muta del pari il fascio (U) in un fascio di rette, perci6 tale 
trasformazione fa corrispondere alia ](o 0 una trasformazione involu- 
toria quadratica dotata di conica punteggiata unita. 
Potenza, ottobre i892. 
MONTESANO.  
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